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ТЕОРЕМА ПРО ДВА РАДIУСИ ДЛЯ РОЗВ’ЯЗКIВ
ДЕЯКИХ РIВНЯНЬ СЕРЕДНIХ ЗНАЧЕНЬ
У роботi здобуто опис розв’язкiв деяких iнтегральних рiвнянь, а також теорему про два радiуси.
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1. Вступ.Характеризацiя розв’язкiв диференцiальних рiвнянь у термiнах рiзних
iнтегральних середнiх вивчалася багатьма авторами (див. [1]-[9] та бiблiографiю в
цих роботах).
У данiй роботi вивчаються класи функцiй на пiдмножинах компактної площини,
що задовольняють умови вигляду
m−1∑
n=s
r2n+2
2(n− s)!(n+ 1)!
(
∂
∂z
)n−s( ∂
∂z¯
)n
f(z) =
1
2pi
∫ ∫
|ζ−z|≤r
f(ζ)(ζ − z)sdξdη, (1)
де m ∈ N та s ∈ 0, ...,m− 1 – фiксованi, а r є фiксованим або належить заданiй
двоелементнiй множинi.
Iнтерес до рiвняння (1) викликаний тим, що воно виконується дляm-аналiтичних
функцiй (див. [10]). Виникає питання про опис функцiй з класу C2m−2−s в деякiй
областi, що задовольняють (1) при всiх припустимих z та r.
Основнi результати даної роботи полягають у наступному:
1) Здобуто опис усiх гладких розв’язкiв (1) у крузi радiуса R > r при одному фiк-
сованому r (див. теорему 1 нижче).
2) Отримано теорему про два радiуси, що характеризує клас розв’язкiв рiвняння(
∂
∂z
)m−s( ∂
∂z¯
)m
f = 0 (2)
у термiнах рiвняння (1) (див. теорему 2).
Вiдмiтимо, що випадок s ≥ m, що вiдповiдає рiвному нулевi iнтегральному серед-
ньому в правiй частинi (1), вивчався ранiше в роботах Л.Зальцмана та В.В.Волчкова
(див. [3], [11]-[12]). Першi результати, що пов’язанi з теоремою про середнє для полiа-
налiтичних функцiй, мiстяться в [13]-[14].
2. Формулювання основних результатiв. Нехай Jν – функцiя Бесселя пер-
шого роду з iндексом ν. Для ρ ≥ 0, λ ∈ C, k ∈ Z покладемо
Φλ,η,k(ρ) =
(
d
dz
)η
(Jk(zρ)) |z=λ.
243
О.Д. Трофименко
Нехай
gr(z) =
Js+1(rz)
(zr)s+1
−
m−1∑
n=s
(zr)2(n−s)(−1)n−s
(n+ 1)!(n− s)!22n−s+1 ,
також Z(gr) = {z ∈ C : gr(z) = 0} i Zr = {z ∈ Z(gr) : Rez > 0}∪{z ∈ Z(gr) :
Imz > 0,Rez = 0}. Для λ ∈ Zr символом nλ позначимо кратнiсть нуля λ цiлої
функцiї gr.
Нехай DR = {z ∈ C : |z| < R}. Будь-якiй функцiї f ∈ C(DR) вiдповiдає ряд Фур’є
f(z) ∼
∞∑
k=−∞
fk(ρ)eikϕ, (3)
де
fk(ρ) =
1
2pi
pi∫
−pi
f(ρeit)e−iktdt (4)
та 0 ≤ ρ < R.
Наступний результат дає опис усiх розвязкiв (1) у класi C∞(DR) при одному
фiксованому r < R.
Теорема 1. Нехай r > 0, m ∈ N та s ∈ 0, ...,m− 1 – фiксованi. Нехай також
R > r та функцiя f належить C∞(DR). Тодi наступнi твердження є еквiвалент-
ними:
1) При |z| < R− r виконується рiвнiсть (1).
2) Для будь-якого k ∈ Z на [0, R) має мiсце рiвнiсть
fk(ρ) =
∑
0≤p≤s−1
p+k≥0
ak,pρ
2p+k +
m−s−1∑
p=0
bk,pρ
2p+s+|k+s| +
∑
λ∈Zr
nλ−1∑
η=0
cλ,η,kΦλ,η,k(ρ), (5)
де ak,p ∈ C, bk,p ∈ C, cλ,η,k ∈ C та
cλ,η,k = O(|λ|−α) (6)
при λ→∞ та будь-якому фiксованому α > 0.
Вiдмiтимо, що аналоги теореми 1 для iнших рiвнянь, пов’язаних з кульовими
середнiми, вперше були отриманi В.В.Волчковим (див. [5]-[6] та бiблiографiю в цих
роботах).
Далi покладемо Z(r1, r2) = Zr1 ∩ Zr2 .
Сформулюємо тепер локальну теорему про два радiуси для рiвняння (1).
Теорема 2. Нехай r1, r2 > 0, m ∈ N та s ∈ 0, ...,m− 1 – фiксованi. Тодi:
1) якщо R > r1+r2, Z(r1, r2) = Ø, f ∈ C2m−2−s(DR) та при |z| < R−r виконується
(1), то f ∈ C∞(DR) та задовольняє (2);
2) якщо max{r1, r2} < R < r1 + r2 та Z(r1, r2) 6= Ø, то iснує f ∈ C∞(DR), що
задовольняє (1) при |z| < R− r та не задовольняє (2).
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Що стосується iнших теорем про два радiуси, див. роботи [1]-[9] та бiблiографiю,
що там мається.
3. Допомiжнi твердження. У цьому параграфi ми отримаємо деякi допомiжнi
твердження, необхiднi для доведення основних результатiв.
Перш за все, вiдмiтимо, що функцiя gr є парною цiлою функцiєю експоненцiаль-
ного типу, що зростає як многочлен на дiйснiй осi (див., наприклад, [15], § 29). Звiдси
та з теореми Адамара випливає, що множина Zr нескiнченна.
Лема 1. Нехай λ ∈ Zr та |λ| > 4/r. Тодi
|Imλ| ≤ c1 ln(1 + |λ|), (7)
де стала c1 не залежить вiд λ.
Крiм цього, для всiх достатньо великих за модулем λ
|g′r(λ)| >
c2
|λ| , (8)
де c2 > 0 не залежить вiд λ. Зокрема, всi достатньо великi за модулем нулi gr є
простими.
Доведення. З умови gr(λ) = 0 та асимптотики розкладу для Js+1(λr) при λ→∞
(див. [15], § 29) маємо√
2
piλr
(
cos(λr − pis
2
− 3pi
4
)− 4(s
2 + 2s+ 1)− 1
8λr
sin(λr − pis
2
− 3pi
4
)
)
+
+O
(
(λr)−2e|Im(λr)|
)
= (λr)s+1
m−1∑
n=s
(λr)2n−2s(−1)n−s−1
(2n+ 2)(n− s)!n!22n−s .
Враховуючи, що λ ∈ Zr, звiдси отримаємо
ei(λr−
pis
2
−pi
4
)
2i
+O
(
e|Im(λr)|
λr
)
=
√
piλr
2
m−1∑
n=s
(λr)2n−s+1(−1)n−s−1
(2n+ 2)(n− s)!n!22n−s .
Якщо позначити через p1(λr) полiном з правої частини цього рiвняння, одержимо
ei(λr−
pis
2
−pi
4
) = 2ip1(λr) +O
(
2ie|Im(λr)|
λr
)
.
Отже, зробимо оцiнку
e|Im(λr)| ≤ |2ip1(λr)|+ |2i|e
|Im(λr)|
λr
≤ |2ip1(λr)|+ |i|e
|Im(λr)|
2
.
Звiдси
e|Im(λr)| ≤ 4|p1(λr)|,
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i нерiвнiсть (7) доведена. Доведення другої нерiвностi проводиться аналогiчно, з
використанням [15, формула (6.3)]. ¤
Лема 2. Нехай λ ∈ C, f(z) = eiλ(x cosα+y sinα), r > 0, тодi для z ∈ C маємо∫ ∫
|ζ−z|≤r
f(ζ)(ζ − z)sdξdη −
m−1∑
n=s
2pir2n+2
2(n− s)!(n+ 1)!
(
∂
∂z
)n−s( ∂
∂z¯
)n
f(z) =
= 2pigr(λ)eiαsis+2
rs+1
λ
eiλ(x cosα+y sinα).
Доведення. Пiдставимо функцiю eiλ(x cosα+y sinα) окремо до правої частини рiв-
няня (1).
Спочатку здобудемо∫∫
|w|≤r
f(w + z)wsdudv =
∫∫
|w|≤r
eiλ((x+u) cosα+(y+v) sinα)wsdudv =
= eiλ(x cosα+y sinα)
pi∫
−pi
r∫
0
(
ρeiϕ
)s
eiλρ cos(ϕ−α)ρdϕdρ.
Зробимо замiну t = ϕ− α, тодi
eiλ(x cosα+y sinα)eiαs
pi∫
−pi
r∫
0
ρs+1eitseiλρ cos tdtdρ =
= eiλ(x cosα+y sinα)eiαs×
×
r∫
0
ρs+1(−1)
pi∫
−pi
e−i(t+
pi
2
)sei
pi
2
seiλρ sin(
pi
2
+t)d
(pi
2
+ t
)
dρ.
Продовжуючи мiркування, отримаємо, що
eiλ(x cosα+y sinα)eiαs
pi∫
−pi
r∫
0
ρs+1eitseiλρ cos tdtdρ =
= eiλ(x cosα+y sinα)eiαsis2pi(−1)
r∫
0
ρs+1Js(λρ)dρ.
Тепер, враховуючи властивостi функцiї Бесселя Js(z), маємо
eiλ(x cosα+y sinα)eiαsis(−2pi) 1
λs+2
r∫
0
(λρ)s+1Js(λρ)d(λρ) =
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= eiλ(x cosα+y sinα)eiαsis
(−2pi)
λ
rs+1Js+1(λ).
Далi пiдставимо задану функцiю до лiвої частини вихiдного рiвняння
2pi
m−1∑
n=s
r2n+2
(2n+ 2)(n− s)!n!
(
∂
∂z
)n−s( ∂
∂z¯
)n (
eiλ(x cosα+y sinα)
)
=
= 2pi
m−1∑
n=s
r2n+2
(2n+ 2)(n− s)!n!
i2n−s
22n−s
λ2n−seiαseiλ(x cosα+y sinα).
Очевидно, що рiзниця здобутих виразiв для правої та лiвої частин має вигляд
функцiї
2pigr(λ)eiαsis+2
rs+1
λ
eiλ(x cosα+y sinα).
¤
Наслiдок 1. Нехай λ ∈ Zr, η ∈ {0, ..., nλ − 1}, α ∈ R1. Тодi функцiя(
∂
∂z
)η
eiλ(x cosα+y sinα)
задовольняє (1) при всiх z ∈ C.
Аналогiчне твердження є вiрним для функцiї Φλ,η,k(ρ)eikϕ при будь-якому k ∈
Z.
Доведення. Доведення випливає з леми 2 та [5, формула (1.5.29)]. ¤
Лема 3. Нехай m ∈ N та s ∈ {0, ..,m − 1} – фiксованi. Тодi f ∈ C2m−s(DR)
задовiльняє (2) в тому i тiльки тому випадку, коли при всiх k ∈ Z та [0, R) вико-
нується рiвнiсть
fk(ρ) =
∑
0≤p≤s−1
p+k≥0
ak,pρ
2p+k +
m−s−1∑
p=0
bk,pρ
2p+s+|k+s|, (9)
де ak,p ∈ C та bk,p ∈ C.
Доведення. У випадку, коли bk,p = 0 та замiсть рiвностi (2) розглядається рiв-
нiсть
(
∂
∂z¯
)m
f = 0, подiбне твердження було доведено в [10]. Для даного випадку
доведення проводиться аналогiчно. ¤
Лема 4.Нехайm ∈ N та s ∈ {0, ..,m−1} – фiксованi. Нехай також f ∈ C∞(DR)
та задовольняє (1) при фiксованому r < R та всiх z ∈ DR−r.
Тодi, якщо f ≡ 0 в Dr, то f ≡ 0.
Доведення. Твердження леми 4 є частковим випадком теореми, доведеної в [16].
¤
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4. Доведення теореми 1.
Достатнiсть.
Нехай спочатку f ∈ C∞(DR) та для будь-якого k ∈ Z на [0, R) виконується рiв-
нiсть (5) з коефiцiєнтами, що задовольняють (6). З леми 3 та наслiдка 1 отримаємо,
що функцiя fk(ρ)eikϕ задовольняє (1) при |z| < R − r. В силу довiльностi k ∈ Z
звiдси та з (3), (4) робимо висновок (див., наприклад, [5, роздiл 1.5.2]), що функцiя
f також задовольняє (1) при |z| < R− r. Таким чином, iмплiкацiю 2)→ 1) доведено.
Доведемо зворотнє твердження. E ′\(C) позначимо простiр радiальних розподiлень
на C з компактним носiєм. Нехай f ∈ C∞(DR) та при |z| < R−r виконується рiвнiсть
(1). За [5, твердження 1.5.6] функцiї Fk(z) = fk(ρ)eikϕ також задовольняють цю
умову. Використовуючи теорему Пелi-Вiнера для сферичного перетворення (див.
[5, роздiл 3.2.1 та теорема 1.6.5]), визначимо розподiл T ∈ E ′\(C) з носiєм в Dr за
допомогою формули
T˜ (z) = gr(z), z ∈ C.
Обчислення показують, що виконання рiвностi (1) для функцiї Fk при |z| < R − r
еквiвалентно наступному рiвнянню згортки:
Fk ∗
(
∂
∂z
)m−s( ∂
∂z¯
)m
T = 0 в DR−r.
Розв’язуючи дане рiвняння з використанням лем 1-4, отримаємо (див. [5, роздiл
3.2.4]) твердження 2).
Таким чином, теорему 1 доведено.
5. Доведення теореми 2. Нехай R > r1 + r2, Z(r1, r2) = ∅, f ∈ C2m−2−s(DR)
та рiвнiсть (1) виконується при |z| < R− r. Доведемо, що f задовольняє (2) в DR.
Не обмежуючи загальностi, можна сказати, що f ∈ C∞(DR) (загальний випадок
отримується звiдси стандартним згладжуванням, див. [5, роздiл 1.3.3]).
За теоремою 1 для будь-яких k ∈ Z, ρ ∈ [0, R) виконується рiвнiсть
fk(ρ)eikϕ =
∑
0≤p≤s−1
p+k≥0
ak,pρ
2p+keikϕ +
m−s−1∑
p=0
bk,pρ
2p+s+|k+s|eikϕ+
+
∑
λ∈Zr1
nλ−1∑
η=0
cλ,η,kΦλ,η,k(ρ)eikϕ, (10)
в якiй ak,p ∈ C, bk,p ∈ C та сталi cλ,η,k задовольняють умову (6).
З цiєї умови випливає (див. [5, лема 3.2.7]), що ряд в (10) збiгається в просторi
C∞(DR).
Покладемо
Fk(z) =
(
∂
∂z
)m−s( ∂
∂z¯
)m (
fk(ρ)eikϕ
)
=
=
∑
λ∈Zr1
nλ−1∑
η=0
cλ,η,k
(
∂
∂z
)m−s( ∂
∂z¯
)m
Φλ,η,k(ρ)eikϕ. (11)
248
Теорема про два радiуси для розв’язкiв деяких рiвнянь середнiх значень
З (11) випливає, що Fk ∗ T1 = 0 в DR−r1 , де розподiл T1 ∈ E ′\(C) з носiєм в Dr1
визначається рiвнiстю T˜1(z) = gr1(z) (див. [5, теорема 1.6.5]).
Аналогiчно, використовуючи теорему 1 для r = r2, робимо висновок, що Fk∗T2 =
0 в DR−r2 , де T2 ∈ E ′\(C) з носiєм в Dr2 визначається рiвнiстю T˜2(z) = gr2(z).
Оскiльки Z(r1, r2) = ∅, з [5, теорема 3.4.1] випливає, що Fk = 0.
Звiдси та з (11) маємо, що функцiя fk(ρ)eikϕ задовольняє (2) при всiх k ∈ Z.
Це означає (див. [5, доведення леми 2.1.4]), що f також задовольняє (2) i перше
твердження теореми 2 доведено.
Доведемо друге твердження.
Якщо iснує λ ∈ Z(r1, r2), то функцiя f(z) = Φλ,0,0(|z|) не задовольняє (2) та
задовольняє (1) при всiх z ∈ C та r = r1, r2 (див. наслiдок 1). Тому далi будемо
припускати, що Z(r1, r2) = ∅.
Нехай T1, T2 ∈ E ′\(C) визначається як i вище. Оскiльки R < r1 + r2, з [5, теорема
3.4.9] випливає, що iснує ненульова радiальна функцiя f ∈ C∞(DR), що задовольняє
умову f ∗ T1 = 0 в DR−r1 та f ∗ T2 = 0 в DR−r2 .
Використовуючи [5, теорема 3.2.3], отримаємо, що при r = r1, r2 виконується
рiвнiсть
f(z) =
∑
λ∈Zr
nλ−1∑
η=0
cλ,η(r)Φλ,η,0(|z|),
z ∈ DR, в якiй сталi cλ,η(r) задовольняють (5) та не всi рiвнi нулевi.
З цiєї рiвностi та наслiдку 1 випливає, що f задовольняє (1) при |z| < R − r,
r = r1, r2.
Припустимо, що f задовольняє (2). Тодi f(z) =
∑
0≤p≤s−1
ap|z|2p+
m−s−1∑
p=0
bp|z|2p+2s в
DR та згортки f ∗ T1, f ∗ T2 є многочленами. Це означає, що f ∗ T1 = f ∗ T2 = 0 в C.
Оскiльки Z(r1, r2) = ∅, звiдси та з [5, теорема 3.4.1] випливає, що f = 0, що є
протирiччям її означенню. Отже, функцiя f задовольняє всi вимоги другого твер-
дження теореми 2.
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O.D. Trofymenko
A two-radii theorem for solutions of some mean value equations.
A description of solutions of some integral equations has been obtained. A two-radii theorem is obtained
as well.
Keywords: mean value theorem, spherical means, two-radii theorem.
О.Д. Трофименко
Теорема о двух радиусах для решений некоторых уравнений средних значений.
В работе получены описание решений некоторых интегральных уравнений, а также теорема о двух
радиусах.
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